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В статье предлагается модель ионных растворов. Потенциал взаимодействия 
включает в себя потенциал Леннард-Джонса и усреднённые по углу диполь-
дипольное и ион-дипольное взаимодействия. Были получены параметры 
потенциала Леннард-Джонса для различных ионов. Приводятся результаты 
расчётов методом молекулярной динамики свойств водных растворов при 
различных концентрациях солей. Расчитанные значения параметров 
гидратных оболочек ионов, плотностей растворов и коэффициентов 
диффузии ионов находятся в хорошем соответствии с теоретическими и 
экспериментальными данными вплоть до концентрации солей 1 моль/кг. 
Также в статье представлена вычислительная схема, используемая в 
расчётах. С вычислительной точки зрения предлагаемая модель более 
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эффективна по сравнению со стандартными моделями ионных растворов. 
Модель предназначена для расчёта течений водных растворов солей в 
различных наноструктурах. 
 





Системы, включающие в себя растворённые в воде ионы, часто 
встречаются в электрохимических процессах и технологиях опреснения 
воды. Растворённые в воде ионы присутствуют в живых оргаизмах в 
относительно высокой концентрации и их присутствие или отсутствие может 
влиять на функционирование живых клеток. Структура и динамика 
гидратных оболочек ионов имеет значительное влияние на химические 
реакции, включающие ионы металлов в растворе. 
Метод молекулярной динамики (МД) широко используется для расчёта 
свойств водных ионных растворов. Наличие корректного и эффективного 
потенциала взаимодействия играет важную роль в МД моделировании. Часто 
используются парные потенциалы. Взаимодействие между ионами 
описывается суммой двух потенциалов: потенциала Леннард-Джонса и 
электростатического потенциала, т.е., ионы рассматриваются как заряженные 
частицы Леннард-Джонса. Для описания молекулы воды обычно 
используются различные многоузловые модели (e.g., SPC/E [1], TIP3P [2], 
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OPC [3], TIP4P/2005 [4], TIP5P [5]). Каждому узлу приписывается частичный 
заряд, и сумма положительных и отрицательных зарядов равна нулю. Часто 
предполагается, что взаимное расположение узлов не меняется со временем. 
Все узлы одной молекулы воды электростатически взаимодействуют с 
узлами других молекул воды. Взаимодействие между молекулами воды 
описывается с помощью потенциала Леннард-Джонса. Параметры моделей 
подбираютя таким образом, чтобы они воспроизводили различные свойста 
воды. 
Вычислительные затраты при моделировании ионных растворов 
увеличиваются с увеличением числа узлов в модели воды. Время расчёта 
парных взаимодействий приблизительно пропорционально квадрату числа 
этих узлов. Кроме того, необходимо рассчитывать дальнодействующее 
взаимодействие между зарядами, для чего обычно используются либо метод 
частица-частица-частица-сетка (PPPM) [6] или метод PME (particle-mesh 
Ewald) [7, 8]. Эти методы основаны на быстром преобразовании Фурье и 
требуют O(N log(N)) операций, где N – число атомов. 
С развитием нанотехнологии изучение течения жидкостей в 
наноструктурах привлекает всё большее внимание. Компьютерное 
моделирование таких процессов требует очень большого объёма вычислений. 
В качестве примера можно привести моделирование поведения ионного 
раствора внутри проводящей нанопоры. Широкое применение используемых 
в настоящее время моделей ионных растворов для моделирования 
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использующих нанотехнологии устройств ограничивается доступными 
вычислительными мощностями, так как моделируемая система должна 
содержать достаточно большое число молекул воды и ионов (>106 частиц). 
Наличие модели ионного раствора, требующей меньшего количества 
вычислений, позволит эффективно моделировать процессы, протекающие в 
наноустройствах. 
В статье предлагается простая, эффективная с вычислительной точки 
зрения модель ионного раствора. Упрощение модели взаимодействия 
приводит к уменьшению числа и сложности вычисляемых межатомных 
взаимодействий и, следовательно, к уменьшению количества операций. 
 
2. Потенциал взаимодействия 
 
В предлагаемой модели молекулы воды считаются частицами 
Леннард-Джонса с постоянным дипольным моментом, а ионы считаются 
заряженными частицами Леннард-Джонса. 
 
2.1 Взаимодействие между молекулами воды 
 
Взаимодействие между молекулами воды зависит от их положения 
относительно иона. Все молекулы воды и ионы находятся в области S. 
Введём шаровые области Aj вокруг каждого иона (j=1,...,Nions, Nions – число 
ионов), где напряжённость его электрического поля EA настолько велика 
(EA  5 В/нм), что все диполи молекул воды в этой области можно считать 
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ориентированными «на ион». Пусть  есть угол между вектором 
электрического поля иона и вектором дипольного момента молекулы воды. 
При EA  5 В/нм среднее значение cos() больше, чем 0.86L(pEA/kBT) при 
T = 300 К, где L(x) – функция Ланжевена, p –  величина дипольного момента 
молекулы воды. Радиус области Aj приблизительно равен 0.548 нм для 
однозарядных ионов. Оставшаяся часть области S обозначается как B=SAj. 
Рассмотрим ион с координатами rj = (xj , yj , zj) и молекулу воды с 
координатами rn = (xn , yn , zn), принадлежащую области Aj. Направление 
вектора электрического поля иона совпадает с направлением вектора (rn –rj), 
в зависимости от заряда иона. Положим теперь, что в области Aj (j=1,...,Nions) 
cos() для каждой молекулы воды равен 1. Вектор дипольного момента 
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Рассмотрим молекулу воды n, принадлежащую области Aj и молекулу 
воды m, принадлежащую области Ai. Энергия взаимодействия между этими 
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где pn,j=pen,j и pm,i=pem,i векторы дипольного момента молекул воды, r=rn–rm, 
r=|r| – расстояние между молекулами, (1w, 2w, dw) – параметры потенциала 
Леннард-Джонса для воды, rcw – радиус усечения, 0 – электрическая 
постоянная.  Для уменьшения количества вычислений векторы направления 
всех молекул воды, принадлежащих области Aj (j=1,...,Nions), 
пересчитываются через каждые 10 шагов по времени. Характерный шаг по 
времени составляет несколько фемтосекунд. Поэтому предполагается, что в 
течение 10 шагов по времени взаимное расположение молекул воды в 
окрестности ионов меняется незначительно. 
Если две молекулы воды принадлежат области B, взаимодействие между 
ними описывается потенциалом ADDI (Averaged Dipole-Dipole Interaction) [9] 
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где w – средняя поляризуемость молекулы воды. Выбор потенциала ADDI 
определяется тем, что эффективность модели ионного раствора в 
значительной мере зависит от эффективности выбранной модели воды. 
Потенциал ADDI является одноточечным парным потенциалом. Он 
исключает расчёт вращательного движения молекул воды и расчёт 
дальнодействующего взаимодействия между зарядами. Всё это приводит к 
меньшему количеству вычислений по сравнению со стандартными моделями 
воды. 
Если одна из молекул воды принадлежит области B, а другая молекула 
принадлежит области Aj, то взаимодействие между ними описывается 
потенциалом 
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Параметр cef учитывает влияние электрического поля ионов на 
взаимодействие между фиксированным диполем и свободно вращающимся 
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2.2 Взаимодействие между ионом и молекулой воды 
 
Энергия взаимодействия между зарядом и диполем имеет вид [10] 
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где  – угол между r и p, qi – заряд иона. Определим среднюю энергию 
взаимодействия между зарядом и диполем, прибегая к статистическому 
усреднению энергии по всем ориентациям. При каждом значении r значение 
Uсd(r) имеет статистический вес exp(–Uсd(r)), где  = 1/kBT. В результате 
получим: 
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Это выражение можно аппроксимировать в виде 
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Ошибка аппроксимации 


























Энергия взаимодействия между ионом и молекулой воды включает в себя 
потенциал Леннард-Джонса и энергию взаимодействия заряд-диполь. 
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Электрическое поле иона поляризует молекулу воды. Это приводит к 
появлению у молекулы воды индуцированного дипольного момента. 
Учитывая также взаимодействие заряд-индуцированный диполь, 
окончательно получим следующее выражение для энергии взаимодействия 
иона с молекулой воды 
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Параметры потенциала Леннард-Джонса для взаимодействия между ионом и 
молекулой воды определяются по правилу Лоренца-Бертло 
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Здесь и далее индекс “a” обозначает анион и индекс “k” обозначает катион. 
2.3 Взаимодействие между ионами 
Для расчёта энергии электростатического взаимодействия 
периодических систем часто применяется суммирование Эвальда. В данной 
модели используется более простой и эффективный метод [11]. Этот метод 
достаточно точно воспроизводит энергетические и динамические 
характеристики системы, полученные с помощью суммирования Эвальда. 
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Потенциал электростатического взаимодействия для пар анион-анион и 
катион-катион имеет вид 
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где “b” принимает значение “a” или “k”. В данной модели точность 
моделирования зависит от выбора радиуса усечения rcii. Этот вопрос 
обсуждается в работе [11]. В расчётах задавалось значение rcii = 1.5 нм. 
В растворах образуются анион-катион комплексы, но их концентрация 
значительно меньше, чем концентрация свободных ионов даже при 
значительной концентрации солей. Об этом свидетельствуют данные по 
проводимости растворов. Для того, чтобы ограничить образование излишних 
анион-катион комплексов, вводится экранирующая функция и 
взаимодействие между анионом и катионом имеет вид [12] 
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В модели используется  = 20 нм-1 и r0 = 0.4 нм. Введение экранирующей 
функции согласуется с общей идеей, что взаимодействие между 
электронными облаками не затухает как 1/r на близких расстояниях. Поэтому 
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экранирование может быть необходимо для правильного описания 
взаимодействия между анионом и катионом. Окончательно энергия 
взаимодействия ионов имеет вид 
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где “b” и “c” принимают значения “a” или “k”. 
 
2.4 Параметры взаимодействия 
 
Параметры потенциала Леннард-Джонса для молекул воды были 
получены ранее [9]. Параметры потенциала Леннард-Джонса для ионов 
определяются с использованием параметров гидратных оболочек ионов. 
Рассмотрим потенциал (8) и введём параметр a=dwi/rpeak (rpeak – положение 
первого пика функции радиального распределения ион-молекула воды, см. 
пункт 4.1). Полагая 2i=1i в соотношениях (9), решается задача 
f(a, 1i) = Uwi(rpeak)min с ограничениями 0.05 эВ < 1i < 0.15 эВ, a > 1. 
Полученные параметры взаимодействия представлены в таблице 1. Когда 
расстояние между частицами превышает радиус усечения, то считается, что 
частицы не взаимодействуют. В данной модели используются следующие 




3. Вычислительная схема 
 
Для того, чтобы смоделировать различные водные растворы, 
соответствующее число ионов и молекул воды помещается в кубическую 
область объёма L3. Моделируются растворы солей LiCl, NaCl, KCl и NaF. 
Параметры моделируемых систем представлены в таблице 2. Все расчёты 
проводились с периодическими граничными условиями в рамках 
изотермического-изобарического (NPT) ансамбля. В каждом случае система 
приводилась в равновесное состояние в течении 100,000 шагов по времени 
(250,000 шагов для LiCl) при P=0.1 MПa и различных температурах. Далее 
рассчитывалась динамика системы в течении 0.5 нс и вычислялись 
различные параметры растворов. В начальный момент времени ионы и 
молекулы воды равномерно распределялись в кубической области, скорости 
частиц задавались согласно распределению Максвелла. 
Для численного решения уравнений движения использовалась схема, 
сохраняющая кинетическую энергию системы [19] с дополнительным 
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где rn – положение частицы, vn – скорость частицы, m – масса частицы, k – 
шаг по времени и 1 = ( ,..., )Nv v v . Здесь K(v
k)=(K0 – K(vk))/N – разность 
кинетической энергии на частицу, где K(vk) – кинетическая энергия системы, 
K0=1.5NkBT0 – заданная кинетическая энергия системы и Kn(
k
nv ) – 
кинетическая энергия частицы. Параметр сжимаемости c =16020 (эВ/нм3)-1 
используется в алгоритме поддержки давления системы на заданном уровне. 
Эта вычислительная схема допускает относительно большой шаг по времени. 
Шаг по времени 5 фс используется в случае растворов NaCl, KCl, NaF и 2 фс 
в случае раствора LiCl. 
Расчёты проводились на высокопроизводительной вычислительной 
системе с использованием технологии MPI. Система состоит из серверов-
лезвий IBM HS21 XM Xeon Quad core E5450 3.0 GHz (использовалось 64 











4.1 Гидратация ионов 
 
На рис. 1 показаны функции распределения ni-w(r) среднего числа 
молекул воды в окрестности ионов. Функция ni-w(r) определяется как среднее 
число молекул воды находящихся в сферическом слое толщиной r на 
расстоянии r от иона. Эти функции соответствуют концентрации соли 0.22 
моль/кг при температуре T=300 K. Они могут быть использоваться для 
вычисления координационных чисел Ni-w, которые равны среднему числу 
молекул воды находящихся внутри сферы радиуса rmax. Величина rmax есть 
радиус первой гидратной оболочки, который определяется из положения 
первого локального минимума функции радиального распределения. 
Координационные числа первой гидратной оболочки и положение первого 
пика функции радиального распределения представлены в таблице 3. 
 
4.2 Образование пар анион-катион 
 
На рис. 2 представлено среднее интегральное координационное число, 
которое показывает число ионов Na+ находящихся на определённых 
расстояниях от иона Cl не превышающих заданное значение. Результаты 
соответствуют концнтрации 1.068 моль/кг при T=300 K. При более низкой 
концентрации ионы Na+ и Cl не сближаются на расстояние меньшее, чем 0.4 




4.3 Плотность растворов 
 
Рассчитанные и экспериментальные плотности растворов при различных 
концентрациях и T=300 K, P=0.1 MПa представлены а таблице 4. Для 
сравнения плотности, рассчитанные с помощью потенциала взаимодействия, 
основанного на модели воды SPC/E, также включены в таблицу. 
Вычисленные значения плотности находятся в хорошем соответствии с 
экспериментальными значениями. При наивысшей концентрации 1.068 
моль/кг модель даёт заышенные значения плотности растворов, хотя 
различие не превышает 4%. 
 
4.4 Зависимость плотности раствора от температуры 
 
Рассчитанные значения плотности раствора NaCl при различных 
температурах и P=0.1 MPa для концентрации соли 0.441 моль/кг показаны на 
рис. 3. Для сравнения экспериментальные данные также показаны на 
рисунке. Вычисленные значения плотности находятся в хорошем 
соответствии с экспериментальными значениями. Наибольшее отклонение от 
экспериментальных значений не превышает 0.5 %. Зависимость параметра dw 
от температуры представлена в таблице 5. 
Зависимость плотности растворов солей от температуры с помощью 
потенциала взаимодействия основанного на модели воды SPC/E 
исследовалась в работе [26]. Было найдено, что с увеличением температуры 
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отклонение результатов расчёта от экспериментальных данных увеличиается. 
В области температур 300–350 K наибольшее отклонение превышает 1 % при 
температуре 350 K. Это объясняется тем, что модель SPC/E хорошо 
описывает свойства воды при температурах близких к 298.15 K. 
 
4.5 Коэффициент диффузии 
 
Коэффициент диффузии ионов вычислялся с помощью формулы Грина–
Кубо [27, 28]. Эта формула позволяет выразить коэффициент диффузии 
ионов через интеграл по времени от автокорреляционной функции скорости: 














  v v .                                  (15) 
При проведении расчётов время td в формуле (15) увеличивалось до тех пор, 
пока значение коэффициента диффузии не переставало меняться в пределах 
точности расчета. Вычисленные значения коэффициента диффузии 
некоторых ионов при T=300 K и P=0.1 MПa в растворах с концентрацией 
0.224 моль/кг представлены в таблице 6. Для сравнения приведены 
экспериментальные значения коэффициентов диффузии ионов при 
бесконечно малой концентрации [29]. Результаты показывают, что 






4.6 Вычислительная эффективность 
 
Сравнение эффективности различных алгоритмов используемых в МД 
расчётах весьма затруднено, так как она зависит от многих факторов. Можно 
провести только некоторые грубые оценки. Для того, чтобы измерить 
быстродействие алгоритма, введём время tc, которое необходимо для расчёта 
одного шага по времени на одну частицу при использовании одного 
процессора с тактовой частотой 1 ГГц. 
Рассмотрим моделирование раствора NaI [30]. Результаты были 
получены с помощью пакета МД моделирования CHARMM [31]. Потенциал 
взаимодействия основывался на модифицированной версии модели воды 
SPC/Fw [32]. В расчётах использовалась упрощённая вычислительная 
модель, в которой не учитывалось дальнодействующее взаимодействие 
между зарядами. Система состояла из 988 молекул воды, 18 Na+ ионов и 18 I 
ионов. Для интегрирования уравнений движения использовался Метод Верле 
с шагом по времени 1 фс. Для этой модели tc=7.5610-5 с. Корректная модель 
должна учитывать дальнодействующее взаимодействие между зарядами. 
Если использовать, например, метод PME [7, 8], тогда tctc(1+O(log(3N))), 
где N – число молекул воды. Применение предложенной модели к этой 
системе даёт tc=510-5 c и это время не зависит от числа частиц. 
Дополнительно заметим, что быстродействие алгоритма зависит от 
величины шага по времени при заданном времени моделирования. Типичная 
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величина шага по времени составляет 1 фс. Предложенный алгоритм 
допускает относительно большой шаг по времени: так, для моделирования 
ионных растворов, которые содержат ионы Li+, можно использовать шаг по 
времени 2 фс, а для растворов, которые содержат ионы Na+ или F, можно 
использовать шаг по времени 5 фс. Растворы, содержащие тяжёлые ионы 




В статье предложен новый потенциал взаимодействия для ионных 
растворов. Для применения этого потенциала были полученны параметры 
потенциала Леннард-Джонса для 3-х катионов (Li+, Na+, K+) и 3-х анионов 
(F, Cl, I). Для демонстрации адекватности модели были вычислены 
следующие свойсва растворов: параметры гидратных оболочек ионов, 
плотности растворов, коэффициенты диффузии ионов. Вычисленные 
значения находятся в хорошем соответствии с теоретическими и 
экспериментальными данными. Предложенная модель взаимодействия 
является одноточечным парным потенциалом. В дополнение модель 
исключает расчёт вращательного движения молекул воды и расчёт 
дальнодействующего взаимодейстия между зарядами. Всё это увеличивает 
быстродействие по сравнению со стандартными моделями растворов. 
Модель применима при концентрации соли 0 – 1 моль/кг и при заданных 
параметрах предназначена для моделирования водных растворов солей, 
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содержащих одновалентные ионы. Дополнительные ограничения связаны с 
потенциалом для воды, на основе которого была построена модель ионного 
раствора. Параметризация этого потенциала проводилась в области 
температур от 300 до 350 K и давлений до 10.1 МПа. Эти ограничения 
относятся и к модели ионного раствора. 
Предложенный потенциал взаимодействия для ионных растворов может 
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Таблица 1. Параметры взаимодействия, используемые в модели. 
 
 1 , эВ 2 , эВ d , нм p , eнм  , 10-3 нм3 q /e 
H2O (300 K) 0.156 0.084 0.3151 0.0388 [13] 1.45 [14] 0 
Li+ 0.1121 0.1121 0.107 0 0.03 [15] +1 
Na+ 0.1 0.1 0.18 0 0.148 [16] +1 
K+ 0.1 0.1 0.234 0 0.811 [16] +1 
F 0.1173 0.1173 0.2115 0 1.56 [14] -1 
Cl 0.1045 0.1045 0.3217 0 3.25 [18] -1 
I 0.0963 0.0963 0.4073 0 8.1 [17] -1 
 
 
Таблица 2. Параметры моделируемых систем. Nw – число молекул воды и Ni 




Nw Ni L, нм 
0.224 7936 64 6 
0.441 4032 64 4.8 





Таблица 3. Положения первого пика функции радиального распределения и 
координационные числа первой гидратной оболочки. Первые строки 
соответствуют экспериментальным данным (в скобках указано стандартное 
отклонение). Вторые строки соответствуют результатам, полученным с 
помощью предложенной модели. 
 
Ион rpeak, нм rmax, нм Ni-w 










5.3 (0.8) [21] 
6 
















6.9 (1.0) [21] 
11.15 











Таблица 4. Плотности растворов при T=300 K и P=0.1 MПa в кг/м3. Первые 
строки соответствуют экспериментальным данным. Вторые строки 
соответствуют результатам, полученным с помощью предложенной модели. 
Третьи строки соответствуют результатам, полученным с помощью 
потенциала взаимодействия основанного на модели воды SPC/E.  
 
Раствор 0.224, моль/кг 0.441, моль/кг 1.068, моль/кг 
































Таблица 5. Зависимость параметра dw от температуры (P=0.1 MПa). 
 
T, K 300 310 320 330 340 350 
dw, нм 0.3151 0.3135 0.3132 0.3126 0.31208 0.3115 
 
 
Таблица 6. Коэффициенты диффузии ионов при T=300 K и P=0.1 MПa. 
Вторая колонка – вычисленные значения при концентрации 0.224 моль/кг. 
Третья колонка – значения при бесконечно малой концентрации. 
 
Ион D, 10-9 м/с2 D0, 10-9 м/с2 
Li+ 0.78 1.03 
Na+ 1.11 1.33 
K+ 1.82 1.96 






















Подписи к рисункам 
 
Рис. 1 Функции распределения среднего числа молекул воды в окрестности 
ионов 
Рис. 2. Среднее интегральное координационное число для пары NaCl 
Рис. 3. Зависимость плотности раствора NaCl от температуры; кружки – 
экспериментальные данные; квадраты - результаты, полученные с помощью 
предложенной модели; сплошная линия - результаты, полученные с 
помощью потенциала взаимодействия основанного на модели воды SPC/E 
 
 
 
 
